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Un ensemble représente une collection d’objets; les objets de la collection sont les éléments de

I’ensemble
— N ensemble des entiers naturels. Ex. : 2
— Z ensemble des entiers relatifs. Ex. : —3
— DD ensemble des nombres décimaux. Ex. : —2.4

— @ ensemble des rationnels. Ex. : 1/3
— R ensemble des nombres réels. Ex. : —v/2

— C ensemble des nombres complexes. Ex. : —2 + iv2

1.1 Définitions et opérations dans C

Considérons le plan muni d’un repére orthonormé (O, 7, 7) L’ensemble C des nombres com-
plexes est l’ensemble des couples de coordonnées des points du pan. L’axe des abscisses est
« assimilé » a ’ensemble des nombres réels R, et 'axe des ordonnées, a I’ensemble des nombres
imaginaires purs. Le point de coordonnées (0,1) représente le nombre complexe imaginaire pur
i ou j, tel que i? = —1.

1.1.1 Ecriture algébrique

Soient (a,b) € R% Le nombre complexe z s’écrit
z=a+1ibaveci’=—1

La partie réelle de z est a = Re(z) = R(z), et sa partie imaginaire b = Im(z) = (z).

1.1.2 Représentation géométrique

Im
A tout point M de coordonnées (a,b) est associé le nombre
bp=rrmmmmm M complexe z = a + ¢ b. Le nombre complexe z est alors
___> | . _>
; OM } 'affixe du point M (a,b) ou du vecteur OM.
| Si z € R, alors M est sur 'axe des abscisses, et si z € iR
0 | . o , ,
! (imaginaire pur), alors M est sur l’axe des ordonnées.
0 1 a Re

1.1.3 Egalité de nombres complexes

Soient (z,2') € C?



1.1.4 Addition et multiplication dans C
Soient (z,2) € C%, z = a +ib, 2/ = a’ +ib'. Pour I'addition

z+2 =(a+ib)+ (d +ib')=(a+d)+i(b+ )

Pour la multiplication

&

Redémontrer la propriété sur la multiplication

zx 2 = (aa’ —bb") + i (ab' + ba’)

1.2 Module et argument des nombres complexes

1.2.1 Complexes conjugués

Le conjugué du nombre complexe z = a + b est le nombre complexe Z = a — b
Propriétés
— dans un repére orthonormé, les images de z et de 2
sont symétriques par rapport a ’axe des abscisses
—zeRs 2z=72

L

Redémontrer la formulation de 3(z)




1.2.2 Module

Soit z = a 4 1b € C, et M sont image dans le an muni d’un repére orthonormé. Le module de
z est le nombre réel positif

r=|zl=Va2+b2=||OM||=Vzz

Propriétés V (z,2') € C?

— |2 >0

— |z2|=0&2=0

— 22 =12 ]

— lz| = 12|l < |z + 2| < |z] + |7/| (inégalité triangulaire)
— [zl = 7]

1.2.3 Argument

Soit z # 0 € C. L’argument de z, § = Arg(z), est la mesure en radians de 'angle orienté
<7,0—]\>/[> déterminée a 2km pres (k € Z).

Propriétés, V (z,21,20) € C3, k € Z
— si z € R alors Arg(z) = k7
— si z € iR alors Arg(z) = g + km
— Arg(z) = —Arg(z) + 2kn
— Arg(z1 29) = Arg(21) + Arg(z2) + 2k7
— Arg(z1/20) = Arg(z1) — Arg(zs) + 2k7

L

Quel sera le module v’ et Uargument 6’ de 27" =1/ ¢
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1.3 Forme trigonométrique d’un nombre complexe

Tout nombre complexe Z non nul de module |z| = r et d’argument Arg(z) = 6 s’écrit sous
forme trigonométrique
z =1 (cosf +isinf)

Le couple (r,0) est le couple de coordonnées polaires du point M d’affixe z.

1.3.1 Relations entre écritures algébrique et trigonométrique

Soit z = a+ib =1 (cosf + isinf) € C

TR
arctan [b/a] 4+ 2km si a > 0

{azrcos@
arctan [b/a] + 2km + 7 sia <0

b=rsind < 9:{

1.3.2 Retour sur les égalités

Soient (z,2') € C? de modules et d’arguments respectifs (r,0) et (r',¢')

— i =z& re=r
B 0 =0+ 2kn

— Y =—z & r=r
N 0 =0+7+ 2k

/

— =z rer
N 0 = —0+ 2kr

11



1.3.3 Exponentielle complexe

Un nombre complexe de module 1 et d’argument 6 se note également

" = exp(if) = cosf + isinf

Propriétés Vk € Z et Vz € C
— exp(i 2km) =1
— exp(i m/2 + 2km) =i
— z =rexp(if)
— Formule de DE MOIVRE : (cos 6 + isin )" = exp(if)* = exp(i kf) = cos(kf) + isin(k0)

exp(if) + exp(—if) ot sind — exp(i6) — exp(—if)
2 21

— Formules d’EULER : cos0 =

&

Redémontrer la formule d’Euler pour sin

12



1.4 Equations dans C

1.4.1 Racines ni*mes de 1’unité

L’équation 2" = 1 (n € N*) posséde n solutions distinctes dans C, appelées racines ni®mes de
I'unité. Ces solutions sont les nombres complexes suivants

2%
2% = exp {—w k=0,1,2,.,n—1
n

Dans le plan muni d'un repére orthonormé, les images des nombres z; sont les sommets d’un
polygone régulier & n cotés inscrit dans un cercle de rayon 1 centré sur 'origine du repére.

&

Déterminer et tracer sur la plan ci-dessous les solutions de 2% =1

2 2 2
V3
2 ,,,,,,,,,,,,,,,,,, V2
I N 2
2 A
IS 0 A S
—1 | | | | | | 1
I
9o 0 C
2 L A

13



1.4.2 Racines ni®™* d’un nombre complexe quelconque

L’équation z" = 2z’ = rexp (i6) posséde n solutions distinctes dans C données par

o+ 2]”7;] k=0,1,2,.,n—1

Zk:WeXP{

n

1.4.3 Equations du 2" degré dans C

Va € C* et V (b,c) € C?, 'équation du second degré ax? + bz + ¢ = 0 admet deux solutions

—b+ VA
T = —
2a
avec A = b% — dac
—b— VA
L9 = ————
2a

14



1.5 Applications géométriques

Grace aux notations complexes, bon nombre de problémes de géométrie trouvent une solution
algébrique
i -
— Tlaffixe du vecteur M; M, est (z2 — 21)
— la longueur My My = |z — 2|

— Tangle (MMl,MM;) — Arg {Zz - Z}

21 — %

1.5.1 Alignement

A, B et C sont alignés (A # B) ssi

zZo — 2
C AER

ZB — %A

1.5.2 Orthogonalité

(AB) othogonal a (AC) (A # B) ssi

2o — 2 .
© AGZR

ZB — %A

15



1.6 Transformations ponctuelles dans le plan complexe

Le plan P est muni d’un repére orthonormé (O;u,v). Une transformation du plan est une

application
A: P— P
M — M’

Si z désigne 'affixe du point M et 2/, celle du point M’, la transformation A correspond & une

application f de C dans C.

1.6.1 Translation de vecteur u d’affixe a
Z=z+a

M/

i~

1.6.2 Rotation de centre 0 et d’angle 0

2 =z exp (i6)

M/

16



1.6.3 Similitude de rapport k, de centre 0 et d’angle 6

2=z k exp(i0), k € R%

1.7 Exercice : forme algébrique, forme trigonométrique

On considére les nombres complexes suivants :

z
a=1+iV3 m=1+i z=—
)

1. Ecrire z3 sous forme algébrique
2. Ecrire z; et 29, puis 23 sous forme trigonométrique

3. En déduire les valeurs exactes de cos % et de sin %

17



1.8 Exercice : pour s’entrainer
1.8.1 Ecrire les nombre complexes suivants sous la forme a + i b

A:(2—3z’)2—5+z_2i—(2+2’)(3—5i)+12i(1+z’)

1+187 7—261
D= -+ .
3+41 3—41

LI +H0E— =V

1.8.2 Soit le nombre complexe z = 2 —i. Ecrire les nombre complexes
suivants sous la forme a +1 b

A=i2*—2z(1+19)

B=22+2
1
C:;
D:2—z
24z
LT LT
! —+——=0a
14 T
14 ¢
1g—-—¢=¢g
1et+H1=V

18



1.8.3 Mettre chacun des nombres complexes sous forme algébrique

A=2(6-51i)—3(4+1)

B=(5+31)’

C=(3-20)3+21)

D= (144"
E:9—2i
21
F:5—2z:
2—31
¢ €¢I
Pt =+ — =
1T 91 A
ZE—I—ZH
"6
y7—=d
cr=90
toe+91=¢g
LEI— =V

19
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Méthodes d’analyse numérique
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Dans ce chapitre, seront présentées uniquement certaines méthodes numériques qui ne néces-
sitent pas de programmation, et qui peuvent étre utilisées directement dans un tableur.

2.1 Intégration numérique

Le but est ici de déterminer la valeur de l'intégrale d’une fonction f(z) sur un domaine délimité
par des bornes finies a et b.

[ /  Hayds

Dans certains cas limités, une telle intégrale peut étre calculée analytiquement. Cependant, le
plus souvent, dans ces cas la le calcul analytique est long, et le résultat complexe & manipuler
(pas d’expression analytique, ou fonction qui fait appel & d’autres fonctions longues a évaluer).

L’idée principale de l'intégration numérique est de trouver des méthodes qui permettent de
calculer rapidement une valeur approchée I de I'intégrale a calculer

I

Q

1

Dans ce contexte, 'intervalle [a; b] sera découpé en m intervalles. L'aire I, k € [0; m — 1] est
alors approximée sur chaque intervalle et une approximation de l'aire totale est calculée par
une simple somme

3
L

I
0

~
I
B
Il



Pour illustrer les méthodes d’intégrations numériques, nous choisirons l'intégrale suivante :

dx

/11 cosr+2x sinx
1 2x /T

&

Cette intégrale est solvable analytiquement et il n’est pas réellement nécessaire d’employer
des méthodes d’intégration numériques. Nous pourrons nous servir du résultat analytique
pour quantifier l’erreur de chaque méthode numérique.

La dérivée d’un produit est de la forme :

[u}’ v v—uv
v V2

La fonction a intégrer est de cette forme :

cosr+2x sinx_ CcoS T +2x sin x
21T 2z 22z
(—cosz) m + VT s
—(—cosz) —— T sinz
B 2z
N T
Avec :
u=—cosr — u =sinz
1

v=yr = v =

Par conséquent :

. 11
u COSZE+2I SIin T COS T
doy = | ——=
1

21z

22



2.1.1 Meéthode des rectangles, p =0, n =m

La méthode des rectangles a calculer laire de rectangles simples (délimités dans leur partie
supérieure par un polynéme d”ordre p = 0) sur chacun des m sous-intervalles. Le nombre total
de sous-intervalles est donc n = m, et I'aire de chaque intervalle vaut

Toge = (i — ) flzi) = b f(z)

L’intégrale totale vaut donc

n—1

k=0

-Q b

Illll

LU

O
O
O
O
O
D

X
(@]

X X5 X3 X4 Xs

Exemple pour la méthode des rectangles pour m = 6 intervalles avec f, = f(zy)

Pour alléger les notations, dans la suite, nous noterons fi la valeur f(xy).
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Plus le nombre d’intervalles est faible, moins le calcul sera précis. En effet, I’échantillonnage
ne sera pas fidéle a la fonction d’origine, et la somme des aires des rectangles sera éloignée de
I’aire comprise entre la courbe et la fonction.

271=2 intervalles 27 2=4 intervalles

27 3=8 intervalles 27°4=16 intervalles
1.0 4
0.5 -
0.0
_05 L T T T T T
2 4 6 8 10
27°5=32 intervalles 27°6=64 intervalles
1.0 - 1.0 -
0.5 A 0.5 A
0.0 A 0.0
_05 L T T T T T _05 L T T T T T
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

Tracé de f pour un nombre d’intervalles croissants

1.00 A 1.00 A K
0.75 A 0.75 A
0.50 A 0.50 A

- . AN,
0.00 A \ 0.00 A
~0.25 1 N ~0.25 - HJ

—0.50 A —0.50 ~

2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

Rectangles associés a un tracé de f pour 8 et 16 intervalles

24



800 - —— Erreur [%] /," 800 1 —— Erreur [%] ]
-—- Temps [ms] 7 - 800 —== Temps [ms] | 800
7/
’ 1
__ 600 7 — ., 600 - ! —
X L - 600 ¢ X K - 600 £
= ~ 2 3 400 ] 8
> a V4 - Q.
qt,) 400 ,/ 400 g‘ qt) 400 E
. e o £
200 1 e L 500 200 7 200
,/
4
04 < L0 01 -—======—"~ -0
0 1000 2000 3000 4000 10 10° 10°
Nombre d'intervalles (échelle linéaire) Nombre d'intervalles (échelle logarithmique)

‘ Intervalles ‘ Pas ‘ Intégrale | Erreur [%] ‘ Temps [ms] ‘

2 95,0000 2,15 859,73 1,6
4 2,5000 2,58 379,13 24
8 1,2500 1,51 179,29 3,1
16 0,6250 1,00 86,17 9,2
32 0,3125 0,77 42,06 9,1
64 0,1562 0,65 20,76 15,5
128 0,0781 0,59 10,31 33,3
256 0,0391 0,57 5,14 59,2
012 0,0195 0,55 2,56 123,5
1024 0,0098 0,55 1,28 246,6
2048 0,0049 0,54 0,64 4824
4096 0,0024 0,54 0,32 945,2

Evolution de lerreur et du temps de calcul en fonction du nombre d’intervalles choisi
(méthode des rectangles)

Pour réaliser ces intégrations numériques, il est possible d’utiliser des langages de programma-
tion (C, Python, etc.), mais également des tableurs (Microsoft Excel, Libre Office Calc, etc.).
En reprenant 'intégration numérique de notre fonction avec 16 intervalles, il aurait été possible
de fonctionner de la maniére suivante :

25



1. fixer les bornes inférieures, supérieures, le nombre d’intervalles. Calculer le pas et générer

les abscisses

integration_numerique.ods - LibreOffice Calc x
Fichier Edition Affichage Insertion Format Styles Feuille Données Outils Fi X
= = W .

B--b- 08 Xe®- A S- & AR~
LiberationSa = v 10 ~ A A A A'[KQ,' — »
v fx I = =p2+4F$5 -

B [ ¢ [ o [ e [ ¢ [}
=

borne inf 1
bome sup 11
intervalles 16 -
pas 0,625 =
fio
+ | methode_recta

Feuillelsur1 | Pardéfaut | Frangais (France) | Jio|m| |-—o——+|100%

calculer les ordonnées f(z)

integration_numerique.ods - LibreOffice Calc x
Fichier Edition Affichage Insertion Format Styles Feuille Données Outils Fi x
= = v .
O-&E-k- §&Ek $ekE-4 4 - QAR -
Liberatonsa | v |10 '~ | A A A A-f- = = = -
B7 v fx I = =(COS(A7)+2*AT*SIN(AT))/(2*AT*ATA05)) ¥
A e ¢ [ o [ e [ F [ T
1 |= () =
2 1 1111622138 bome inf 1
3 1,625 0770235493 bome sup 11
4 2,25 0425652706 intervalles 16 N
5 2,875 0,056426966 pas 0,625 =
6 3.5 -0.258009687 -
4.125[ 022367515 B
8 4,75 -0,456690866,
9 5375 -0,31537328 foo
10 | 6-0,081405243,
11 6,625 0,157854488
12 7.25 0.320230891
13 7.875 0,355794102
14 85 0.261732445
15 | 9.125 0,08042915
_16 | 9,75 -0,11789052
_17 | 10,375 -0,261273644
18 11-0,301447737
10
20
+

Feuilz1sur1 | Pardéfaut | Francais (France) | lio|®m| |-—o——+]10%

Fichier

integration_numerique.ods - LibreOffice Calc x
Edition  Affichage

k&N

Données Outils Fi X

- Q: AR

Insertion Format Styles Feuille

XeER-4AS

LiberationSa =~ 10 ~ | A A A A'[KQ,' »
le_pas v fx I = =(F3-F2)/F4 A
A [ B [ ¢ [ o [ F [ |
1 1=
2 1 bome inf 1
3 1,625 bome sup 11
4 2,25 intervalles 16 _
s | 2,875 pas 0,62 =
6 3.5 —
7 4,125 =
8 4,75
) 5,375, foo
10 6
11 6,625
12 7.25
13 7.875
14 85
15 9,125
16 9,75
17 10,375
18 11
19
20
+
Feuillelsur1 | Pardéfaut | Frangais (France) | Jio|m| |- —o——+|100%

calculer les aires des rectangles et faire la somme

integration_numerique.ods - LibreOffice Calc x

Fichier Edition Affichage Insertion Format Styles Feuille Données Outils Fi x
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15 9,125 0,08042915 0,05026621852

16 9,75 -0,11789052 -0,0736815748
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20
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Fichier

pour obtenir la valeur de l'intégrale

integration_numerique.ods - LibreOffice Calc x
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18 11-0,301447737
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20
+ | methode_rectangles
Feuileisurl | Pardéfaut | Francais (France) | lio|®m| | -—o——+]100%



2.1.2 Meéthode des trapézes, p=1, n=m
Cette méthode utilise la droite (polynome d’ordre p = 1) qui passe par fi et fyi11, d’équation

Pyg(x) = @ (x — k) + fr

Elle consiste & calculer 'aire de trapézes simples sur chacun des m intervalles. Le nombre total
de sous-intervalles est donc & nouveau n = m, et chaque intégrale vaut

Jet frr

]f;f = ($k+1 - %) B

Si bien que l'intégrale totale vaut

~  fotht At faat fa A S0 S,
hi=h ; “hg sy
a b
. fa f3
N £ =T .
- f : f,

\ O

X
(@)
X
X
N
X
N
X
N
X
(@]
><IIII
N

Exemple pour la méthode des trapézes pour m = 6 intervalles

&

e I -
Redémontrer que Uaire Iy, = (xp41 — ) Je+ frn

2
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La méthode des trapézes nécessite un calcul subtilement plus complexe (1005,9 ms pour 4096
intervalles au lieu de 945,2 ms avec la méthode des rectangles), mais est nettement plus précise
(nécessite uniquement 64 intervalles pour avoir une erreur inférieure a 1% alors que la méthode
des rectangles en nécessitait 2048).

Finalement, le calcul nécessaire & avoir un erreur inférieure a 1% aura pris 17,2 ms et 482,4 ms
pour la méthode des rectangles. La méthode des trapézes, avec la fonction illustratrice choisie
ici, permet d’obtenir un résultat au moins aussi précis en 28 x moins de temps que la méthode
des rectangles.

1.00 A 1.00 A
0.75 A 0.75 A
0.50 A 0.50 A

0.00 A 0.00 A

b Q7N B B (AN
—0.50 1 : : : : : —0.50 1 : : : : :
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

Trapézes associés a un tracé de f pour 8 et 16 intervalles

Intervalles ‘ Pas ‘ Intégrale ‘ Erreur [%] ‘ Temps [ms] ‘

2 50000 | 1,62 200,28 1,6
4 25000 | 0,82 51,40 1,8
8 1,2500 | 0,62 15,43 2,9
16 0,6250 | 0,56 4,24 48
32 0,3125 | 0,54 1,10 9,3
64 0,1562 | 0,54 0,28 17,2
128 0,0781 | 0,54 0,07 49,5
256 0,0391 | 0,54 0,02 64,2
512 0,0195 | 0,54 0,00 129.8

Evolution de lerreur et du temps de calcul en fonction du nombre d’intervalles choisi
(méthode des trapézes)
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2.2 Reésolution de systémes linéaires

Un systeme linéaire d’ordre n € N est une expression de la forme
Az =0»
ou A = (a;;) désigne une matrice de taille n x n, b = (b;) et * = (x;) deux vecteurs colonne de

taille n/ La relation précédente équivaut aux n équations

n

g a;jr; =b; pour 1 =1,...,n
Jj=1

La matrice A est dite réguliére (ou non singuliere) si det A # 0. Le systéme précédent
admet une solution unique si et seulement si la matrice A est réguliére.

En théorie, la solution analytique d’un tel systéme est donnée par la formule de CRAMER.
Mais cette formule est beaucoup trop coiiteuse d’un point de vue temps pour étre résolue
par ordinateur (9,6.10%7 années pour résoudre un systéme de 50 équations avec un ordinateur
réalisant 10° opérations par seconde). Il faut donc développer des algorithmes alternatifs.

Une méthode de résolution directe d’un systéme linéaire est un algorithme qui donne la solution
en un nombre fini d’opérations, alors qu’a I'opposé, une méthode itérative consiste a construire
un suite de vecteurs x,, qui tend vers le vecteur solution . Nous intéresserons uniquement aux
méthodes directes, plus simples & utiliser dans un tableur.
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2.2.1 Meéthodes directes

Pour résoudre Ax = b, il faut chercher a écrire A = LU ou
— L est une matrice triangulaire inférieure avec uniquement des 1 sur sa diagonale
— U est une matrice triangulaire supérieure

»

Une matrice M = (m;;) de dimension n X n est triangulaire supérieure si

mij =0 V(j):1<j<i<n
et triangulaire inférieure si

mij =0 V(j):1<i<j<n

Du fait que A = LU, la résolution de Ax = b est alors ramenée aux résolutions successives du
systéme échelonné suivant
Ly=b et Ux=y

Méthode d’élimination de Gauss et décomposition LU

Soit A = (a;;) une matrice réguliére n x n. Nous cherchons L et U, matrices respectivement
triangulaire inférieure et supérieure, telles que A = LU.

L’algorithme de GAUSS consiste & poser A1) = A et & calculer pour k = 1,2,...,n

(k)

iy, = ik i=k+1k+2,...m
(k)
Ak

ay™ =al) —lpal) i=k+1k+2,.. . n

A la fin de ce procédé, les éléments de la matrice U sont définis par

_ @
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Résolution des systémes triangulaires : méthode de remontée

L est une matrice triangulaire inférieure. Nous cherchons y tel que Ly = b

b

T

i1
1
Yi=1 [bi - le’jyj
(2 j:1

n

1=23,...,n

U est une est une matrice triangulaire supérieure. Nous cherchons @ tel que Uz = y

_ Yn
Ty — —
Unn
L E” ' 1 2 2,1
Ty = — i Ui T =n=~Ln—=24...,4
s Y 2 ny 1 n n
Jj=i+1

&

Décomposer la matrice suivante avec la méthode d’élimination de Gauss
1 21
A=12 2 1
111

1) Déterminer A®)
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L

2) Déterminer A®), U et L

3) Vérifier que LU = A

32




2.2.2 Exercice : systéme d’équation

A Tl'aide la méthode de Gauss, résolvez le systéme suivant

r+2y+z =1
20+ 2y + 2 =2
r+y+z =3
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3.1 Fonctions numériques

f est une fonction numérique définie sur I’ensemble D C R si a tout réel x € D, est associé un
unique nombre réel f(z) appelé image de x par la fonction f.

f D — R

L’ensemble des points M de coordonnées (z; f(x)) est la courbe représentative Cy de la fonction
f dans un repére fixé du plan.

f(x)
Cy

3.1.1 Généralités
Fonctions paires, impaires et périodiques

La fonction f définie sur un ensemble D centré en 0 est :

— paire si Vo € D, f(—z) = f(z); 'axe (Oy) est axe de symétrie de Cy

— impaire si Vo € D, f(—z) = —f(x); le point O est centre de symétrie de C}
La fonction f définie sur D est périodique, de période T > 0

— siVee D, (x+T)eD

—etsiVe e D, f(z+T) = f(x).

Sens de variation

Soit f définie sur D, soient (x1,75) € D?. La fonction f est
— croissante si x1 < 9 = f(x1) < f(z2)
— strictement croissante si x; < xo = f(z1) < f(x2)
— décroissante si 1 < 13 = f(x1) > f(x2)
— strictement décroissante si x1 < x9 = f(x1) > f(z2)
Une fonction croissante ou décroissante sur D est dite monotone sur D.
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3.2 Exercice : somme de fonctions périodiques

1. Déterminer la période Ty de la fonction f : ¢ — sin(3t)
2. Déterminer o pour que la fonction ¢ : t — sin(ant) soit périodique de période T, = 3/7

3. Déterminer la période de la fonction f + g
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3.2.1 Limites

Soit g € D, f admet une limite en x( si

lim f(z) = lim f(x)

— +
CC—)CL‘O CC—)CEO

Opérations sur les limites

— il existe 7 types de formes indéterminées (FI) :
(00 = 00), (0 x 00), (00/00), (0/0), (1), (0°) et (oc")

— la limite d’un polynéme en +o00 est la limite de son terme de plus haut degré

— la limite d’une fonction rationnelle en £o00 est la limite du quotient des termes de plus
haut degré du numérateur et du dénominateur

Théorémes de majoration et d’encadrement

SIVIE[CL,() (aeR,beRoub=+0c0)

u(z) (x) et hn})u( x) = 400, alors lin}) f(z) = +o0
z—

[
<f

> f(z) et hn})u(x) = —00, alors hir})f(x) = —0
> f ‘

u () > v(z) et limu(x) = limv(z) = L avec L € R, alors lim f(x) = L
z—b xz—b x—b

(
()

3.2.2 Continuité

La fonction f définie sur un intervalle contenant x, est continue en zq si

lim f(x) = f(zo)

Tr—xQ
La fonction f est continue sur I'intervalle I si elle continue en chaque point de I. La fonction f
est continue par morceaux sur / si elle admet en chaque point de I une limite (finie) & gauche
et a droite.

Théoréme
L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Propriétés
— si f est continue et change de signe sur un intervalle I, alors f s’annule dans I (I’équation
f(z) = 0 admet au moins une solution dans I)
— Il'image d’un intervalle fermé par une fonction continue est un intervalle fermé

f (las0]) = [min] = | min { (la: b))} max {f (la: b))}

m n

— une fonction continue ne conserve pas nécessairement la nature des intervalles autres que
les intervalles fermés
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3.2.3 Fonction réciproque

La fonction f définie sur £ C R est une bijection de E vers F si, Yy € F, I'équation f(z) =y
admet une solution unique dans FE.

Théoréme
Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle I, alors f est une bijection de [
vers f(I), et les intervalles I et f(I) sont de méme nature.

En particulier, si f est strictement croissante, f ([a;b]) = f[(a);(b)] et si f est strictement
décroissante, alors f ([a;0]) = f[(b); (a)].

Conséquences
— les fonctions continues et strictement monotones sont bijectives, mais les fonctions bi-
jectives ne sont pas toutes continues et strictement monotones
— si f est continue et strictement monotone et change de signe sur [a;b], alors f s’annule
une seule fois sur [a; b] et 'équation f(z) = 0 admet une solution unique sur [a; b]

Théoréme

Si f est une bijection de I vers f(I) alors f admet une fonction réciproque f~! qui est une
bijection de f([) vers 1.

Propriétés
— si f est continue sur I, alors f~! est continue sur f([I)
— si f est strictement monotone sur I, alors f~! est strictement monotone sur f(I)
— dans un repere orthonormé, Cy et Cy-1 sont symétriques par rapport a la premiere
bissectrice (droite d’équation y = x)
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L

Soit f une fonction définie par :

f o [ +oof —  [1; +o0]
x —  exp [an:c}

Démontrer que f est une bijection, et déterminer la fonction réciproque.
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3.2.4 Dérivabilité

Soit f une fonction définie sur un intervalle contenant xy. La fonction f est dérivable en x si
le taux d’accroissement de f en xy admet une limite finie finie en xy. Cette limite est le nombre
dérivé de f en xq et se note f’(xq).

)

Remarque : en posant x = xo + h

f/(x0) = lim f(zo+h) — f(xo)

h—0 h

Théoréme
Soient I un intervalle de R, et f une fonction dérivable sur I. Si pour tout x de I, f'(z) > 0

(ou f'(z) < 0), alors f est une bijection de I vers f(I), et son application réciproque f~* est
dérivable sur f(I)
1
—1\/ o
(f ) - f’offl

&

Quelle est la valeur de lim
z—=0 T

sin x
?
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&

Les fonctions suivantes sont-elles dérivables en 0 ¢

fla) = g(x) = o] sinz

&

Démontrer que la fonction suivante est bijective, et donner ’équation de la tangente a la
courbe y = f~(z) au point x = 0.

f o ]0; 400 — R
x = —1+e" !+

42



3.2.5 Forme différentielle

Si f est dérivable en xg, la courbe représentative de f admet en zy une tangente d’équation

y = f'(x0) (x—x0) + flxo) = f'(w0) x + [f(x0) — f'(w0) 0]

f'(xq) est le coefficient directeur de la tangente, et [f(zq) — f'(x¢) xo] 'ordonnée a l'origine car
quand x = zy, il faut que y = f(xo).

Théoréme
Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant (. f est dérivable en z s’il existe une
fonction ¢ telle que Vh avec (xg+ h) € 1

f(xo+h) = f(xo) + h f'(x0) +h p(h) et limp(h) =0
N—_—— h—0
dfeq

La fonction linéaire df,, est appelée différentielle de f au point z

dfsy : h— f'(x0) b

Remarques
— d#d#0#A
— en posant h = dx
df
/ o )
f (1’0) - dx

— pour les petites variations dz, il est possible d’approximer

dfs, = f'(z0) dz par  Af = f(zo + dz) — f(0)
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3.2.6 Fonction dérivée
Si f est dérivable en tout point de I, la fonction dérivée par

frea— f(z)

Il est courant d’utiliser la notation différentielle

_ 4

fa) =5

n

Les dérivées successives sur I sont notées f(™ ou pour n € N. La fonction f est de classe

C™ sur [a; b] si f est n fois dérivable et si ™ est continue sur [a;b]. Si f est de classe C" Vn € N

alors f est C™ sur [a; b].

Application au sens de variation

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [
— si f/ > 0 alors, f est croissante sur [
— si f' > 0 alors, f est strictement croissante sur [
— &1 f/ <0 alors, f est décroissante sur [
— si f/ < 0 alors, f est strictement décroissante sur [
— si f/ =0 alors, f est constante sur [

Concavité et convexité

Soit une fonction f dérivable sur un intervalle [
— [ est convexe si [’ est croissante sur [
— [ est concave si f’ est décroissante sur [

Soit une fonction f deux fois dérivable sur un intervalle I
— [ est convexe si f” >0 sur [
— f est concave si f” <0 sur [
— si f” g’annule en xy € I, et change de signe de part et d’autre d xg, alors x est I'abscisse
du pont d’inflexion de la courbe représentative de f

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| |
1 1
) X0 Zo

M,
|
|
1
Fonction convexe Fonction concave My, point d’inflexion
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3.3 Dérivées usuelles

Soient n € N et k € R des constantes, et u et v deux fonctions.

Fonction / opération | Dérivée | Domaine de validité
k 0 R
kx k R
ku ko D,
u+v u + v D,NnD,
U v u v+ u D,ND,
u uv—1vu
— 5 D,ND,
v v
" n "1 R
n !/, m—1 D
u nu u ”
1
Vv R*
2T +
/
U
U D
1
Inx — R%
x
/
u
Inu — Dy
U
e’ e’ R
ev u' e¥ D,
sinx Cos T R
sin u u' cosu D,
cos T —sinz R
cosu —u/ sinw D,
uow (' ow) v D,
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3.4 Exercice : demi-coniques

Soit f:x — \/|2x? + 4x — 5|
1. Etudier la définition de la fonction f en factorisant son expression

2. Démontrer que la fonction f admet x = —2 pour axe de symétrie.
Indication : on pourra passer par un changement de variable en posant X =z + 2.
Il suffira ensuite de démontrer que f(X) est paire.

Par la suite, 'étude sera réduite sur [—2; oof
3. Etudier la dérivabilité de f

4. Sachant que la droite d’équation y = x + 2 est asymptote oblique en +oo, tracer la
courbe caractéristique de f

Rappel : si f = gow alors f/ =u'(¢' ou) et (2") =n 2", ncZ*

4__
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3.5 Gradient, divergent, rotationnel et laplacien

3.5.1 Gradient d’un champ scalaire

Soit f la fonction, ou champ scalaire continue et dérivable
f:7— f(r)eR

Le gradient est un opérateur linéaire qui s’applique & un champ de scalaires et qui décrit un
champ de vecteurs représentant la variation de la valeur du champ scalaire dans 1’espace. En
pratique, le gradient indique la direction de la plus grande variation du champ scalaire, et
I'intensité de cette variation.

Surface: Temperature [K] Max: 1000
1000
0.8
950
0.6 900
1850
0.4
1800
0.2 1750
1700
0
650
0.2 600
550
-0.4
=500
-1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1 0.8 0.6 0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 Min: 500
Surface: Temperature [K] Arrow: Temperature gradient [K/m] Max: 1000
0.8
e
950
e
0.6 o 900
-
- 3 1850
0.4
<
1800
<
0.2 <~ 1750
A
= 1700
0 <~
650
0.2 600
550
-0.4
- 500
-1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6  Min: 500
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Ligne de courant (streamline) : une ligne de courant a l'instant t; est une courbe dont la
tangente en chacun de ses points est, a l'instant ¢y, colinéaire au vecteur local du champ de

vecteur.
Surface: Temperature [K] Streamline: Temperature gradient [K/m] Max: 1000
1000
0.8
950
0.6 900
F 1850
0.4
F 1800
0.2 F 1750
F 1700
0
650
-0.2 600
550
-0.4
=500
-1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 Min: 500

| |I||‘E|,.‘|I_
'.| y ¥

Lt

H. Werlé - Onera

L’opérateur gradient agissant sur ce champ scalaire donne un champ vectoriel défini par
-
df = grad f(7).dF = ¥ f(7).dF

avec df la différentielle de f
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On peut donc écrire en coordonnées cartésiennes

8_U
ox

gr?ﬁU:?U: oU _c‘)Uﬁ ou , 0U

oU
L 0z J

LJ

Détermainer les coordonnées de gradf ot f est le champ scalaire suivant :

flzy,z) =2y z sin(z y)

3.5.2 Divergence d’un champ vectoriel

Considérons le champ vectoriel 7 — V(7). La divergence de V/(7) est le résultat du produit
scalaire de V() avec l'opérateur

divV/ (7)) = V - V(7)

On peut donc écrire en coordonnées cartésiennes

0A; | 04, , OA,

divA = ox y + 0z
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Déterminer divf ou f est le champ de vecteurs suivant :

flryz)=2 Qy+2)T—y (x+2)§+z (r-2y)7

3.5.3 Rotationnel d’'un champ vectoriel

Soit le champ vectoriel 7 — V(7). Le rotationnel de V (7) est le résultat du produit vectoriel de
V (7) avec l'opérateur

rotV(7) = ¥ A V()

On peut donc écrire en coordonnées cartésiennes

0 0A, B %
o ) i dy 0z
Ay
ot A=VAAd=| 9 |a| 4 |=|_ 04 04
oy 4 Ox 0z
A,
B 04, 04,
L 92 L Oz y

3.5.4 Laplaciens scalaire et vectoriel

Par définition, pour un champ scalaire f

Af:ﬁ-ﬁf:ﬁf:div(g@f)

On peut donc écrire en coordonnées cartésiennes

U U U

AU 0x? + Oy? + 022
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De méme, par définition, le laplacien d’un champ vectoriel est le vecteur dont les composantes
en coordonnées cartésiennes, sont les laplaciens scalaires des composantes du champ vectoriel

AA,
T _ | 9*A, 0*A, 0?A
AA = AA, | = any + 8y2y i a22y
AA,

0?A, N 0%A, N 0*A,
[ O0x? 0y? 022 |

3.5.5 Propriétés

Le rotationnel du gradient d’'un champ scalaire est nul
— — .
rot <gradU> =0

Le divergent du rotationnel d’un champ vectoriel est nul

div (HEE) =0

Le rotationnel du rotationnel d’'un champ vectoriel est égal a la différence entre le gradient du
divergent de ce champ et du laplacien de ce champ

o (004) = ad (anA) - A
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3.6

Exercice : Mesure de pression dans ’eau

La masse volumique d’un fluide varie trés légerement avec la pression. Dans le principe de

Pascal, cette variation est négligée. Nous allons chercher a savoir quel est le poids de cette
simplification.

La définition du coefficient de compressibilité de [’eau nous permet d’écrire :

dV =—x V dp avecV le volume (E)

Avec le principe de Pascal, il est possible de déterminer que la pression qui régne a 200 m de
profondeur est de 20,63 bar.

1.

6.

En partant du fait que la masse se conserve (dm = 0 et m = p V'), écrire une expression
faisant apparaitre dp, p, dV et V. C’est 1’équation (1).

. Ecrire la forme différentielle de la dérivée de In p

. A partir de (1) et de E, il est possible d’écrire une équation différentielle & variables

séparables.

En regroupant les variables de chaque coté de I’équation, écrire une expression de la
masse volumique p(z) en fonction :

— de la masse volumique & la pression atmosphérique pg

— du coefficient de compressibilité de I'eau y = 5.10710 Pa!

— de la différence de pression (p(2) — Daim)

C’est I'équation (2)

. Ecrire la forme différentielle de la dérivée de —1/x exp[—x (p(2) — po)]

L’Equation Fondamentale de la Statique des Fluides (EFSF) donne :

dp = —p(2) g (F)

(2) et (F') donnent une équation différentielle a variables séparables.
Déterminer une expression de la pression p(z) en fonction de la profondeur z, de la masse
volumique py et du coefficient de compressibilité y.

Calculer I'écart relatif entre les résultats issus des deux méthodes précédentes.

Données : x = 5.1071° Pa'l, py = p.m = 101325 Pa, pg = 1000 kg.m™ et g = 9,81 m.s2
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